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单边导角形柔性铰链的计算与性能分析

张志杰，袁怡宝

（哈尔滨工业大学 自动化测试与控制系，黑龙江 哈尔滨１５０００１）

摘要：提出了一种单边导角形柔性铰链，以力学卡氏第二定理和微积分为理论基础，推导了单边导角形柔性铰链柔度和

转动精度的闭环解析公式，利用有限元和实验的方法对柔性铰链的柔度公式进行校验。结果表明：有限元和实验方法与

闭环解析式的结果基本一致。对单边导角形柔性铰链的性能进行分析，得出了结构参数对其柔度性能的影响关系，并通

过与双边导角形柔性铰链比较，分析了单边导角形柔性铰链的转动能力、转动精度和对轴向载荷的影响，为柔性铰链在

结构紧凑、大位移场合的工程应用提供了有价值的参考。
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１　引　言

　　柔性铰链利用了弹性材料微小角变形及其自

回复的特性，消除了传动过程中的空程和机械摩

擦，能获得较高的位移分辨率。在某些柔性铰链

机构中，希望其结构尽可能紧凑，因此单边柔性铰

链由于小体积及设计和制造上的方便，在精密测

量，精密定位等领域被广泛采用［１３］。

早在１９６５年，Ｐａｒｏｓ和 Ｗｅｉｓｂｏｒｄ利用积分



的方法，得出了圆形柔性铰链在不同方向上转动

和平移刚度的精确解，并在铰链最小厚度远远小

于铰链半径的情况下，得到了铰链柔度的近似

解［４］。后来Ｒａｇｕｌｓｋｉｓ分析了四分之一圆形柔性

铰链并用有限元的方法预测了其最大弯曲柔

度［５］；近年来ＳｔｕａｒｔＴ．Ｓｍｉｔｈ等人利用类似的方

法得到了椭圆柔性铰链的柔度公式，并利用有限

元方法和实验进行了验证［６］；Ｓｍｉｔｈ研究了一种

叶状形的柔性铰链，并把它应用到快速响应的高

精度运动控制的柔性机构中［７］；ＮｉｃｏｌａｅＬｏｂｏｎｉｔｕ

等人推导出了导角形柔性铰链的刚度公式和转动

精度公式，并利用有限元方法和实验进行了验

证［８］；ＷｅｉＸｕ和ＴｉｍＫｉｎｇ利用有限元方法分析

了矩形、椭圆和导角形柔性铰链的刚度和转动精

度［９］；Ｒｙｕ分析了柔性铰链机构的运动误差
［１０］；

Ｊ．Ｌｉｎｇ利用傅立叶积分的方法得到了圆形柔性

铰链在轴向力和弯矩下应力的解析解［１１］。

本文利用力学卡氏第二定理，推导了单边导

角形柔性铰链柔度和转动精度的闭环解析公式，

并用实验和有限元方法验证了公式的正确性。在

此基础上，分析了单边导角形柔性铰链的结构参

数对其柔度性能的影响，并通过与双边对称导角

形柔性铰链的比较，分析了单边导角形柔性铰链

的转动能力、转动精度和对轴向载荷的影响等性

能。

２　柔度公式

　　 柔性铰链的结构如图１所示。柔性铰链的

分析是基于小变形悬臂梁假设，弯曲变形是由力

和弯矩产生的，考虑了轴向载荷的影响，而剪切和

扭转的影响没有考虑，单边导角形柔性铰链的结

构参数如图２所示，受力分析如图３所示。

图１　单边柔性铰链

Ｆｉｇ．１　Ｈａｌｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅ

２．１　绕狕轴方向的转动，沿狓、狔轴方向上的平动

的柔度公式

在图３中１点的位移－载荷关系是

图２　单边导角形柔性铰链的结构参数

Ｆｉｇ．２　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｈａｌｆｃｏｒｎｅｒｆｉｌｌｅｔｅｄ

ｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅ

图３　柔性铰链的受力分析

Ｆｉｇ．３　Ｌｏａｄａｎａｌｙｓｉｓｏｆｆｌｅｘｕｒｅｈｉｎｇｅ
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根据互等定理，犆θ狕，犉狔 ＝犆狔，犕狕，对上式左边的

位移矢量应用卡氏第二定理，
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由材料力学可知，柔性铰链的变形能
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式中：犈—弹性模量；犐—转动惯量。

犉狓＝犉狓１　犕狕＝犕狕１＋犉狔１狓

犃（狓）＝犫狋（狓）　犐（狓）＝
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１２

建立如图２的坐标系，单边导角形柔性铰链

的可变厚度方程为

５８３第３期 　　　　张志杰，等：单边导角形柔性铰链的计算与性能分析



狋（狓）＝

狋＋［狉－ 狓（２狉－狓槡 ）］，狓∈［０，狉］

狋，狓∈［狉，犾－狉］

狋＋狉－ （犾－狓）［２狉－（犾－狓槡 ）］，狓∈［犾－狉，犾

烅

烄

烆 ］，

（４）

将公式（３）（４）代入公式（２）中可得柔度公式

犆狓，犉狓＝
１

犈犫狋
犾－２狉－π狋＋２（狉＋狋）× ａｒｃｔａｎ

狉

狋（２狉＋狋槡 ）
＋
π［ ］｛ ｝２

， （５）

犆狔，犉狔＝
１２

犈犫

２犾３（狉＋狋）（２狉＋狋）２＋６犾狉３（狉＋狋）（４狉＋５狋）

６狋３（狉＋狋）（２狉＋狋）２
－
３犾２狉２（８狉２＋１３狉狋＋６狋２）－２（狉＋狋）［８狉５＋２３狉４狋

６狋３（狉＋狋）（２狉＋狋）２｛ －

７狉３狋２－６（３＋２π）狉
２狋３－６（１＋２π）狉狋

４－３π狋
５］

６狋３（狉＋狋）（２狉＋狋）２
＋
３犾２狉２－６犾狉３＋２（狉＋狋）２（３狉２－４狉狋－２狋２）

狋５（２狉＋狋）槡
５

×

ａｒｃｔａｎ １＋
２狉

槡 ｝
狋

， （６）

　　犆θ狕，犕狕＝
１２

犈犫

犾－２狉

狋３
＋
狉（３狉２＋４狉狋＋２狋２）

狋２（狉＋狋）（２狉＋狋）２
＋
６狉２（狉＋狋）

狋５（２狉＋狋）槡
５
×ａｒｃｔａｎ １＋

２狉

槡［ ］狋 ， （７）

　　犆狔，犕狕＝
１２

犈犫

犾（犾－２狉）

２狋３
＋
３狉４＋４狉３狋＋６狉２狋２＋４狉狋３＋狋４

２狋２（狉＋狋）（２狉＋狋）２
－
（狉＋狋）２（狋－狉）（３狉＋狋）

２狋２（狉＋狋）（２狉＋狋）２｛ －

３狉３（狉＋狋）

狋５（２狉＋狋）槡
５
× ａｒｃｔａｎ

狉

狋（２狉＋狋槡 ）
－
π［ ］｝２

， （８）

２．２　极限验证

如图１所示，当导角半径狉趋于０时，单边导

角形柔性铰链就转变为单边矩形柔性铰链，将参

数狉＝０代入上面推导的公式，可得到单边矩形柔

性铰链的柔度公式。

３　转动精度

　　 在理想情况下，柔性铰链绕其中心轴旋转，

中心轴的位置应该保持固定不变。实际上在弯矩

和拉力的作用下，柔性铰链的转动中心会产生偏

移，从而影响运动精度。因此，在柔性铰链绕中心

轴转动时，图３中心点２的柔度大小可表示运动

精度。为了求中心点２的位移，在中心点２加一

假想的力，同理用卡氏第二定理得出在不同载荷

作用下柔性铰链中心轴的位移。

图３中２点的载荷和位移之间关系矩阵方
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同理，可知其变形能为：
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犉狓＝犉狓１＋犉狓２

犕狕＝犕狕１＋犉狔１狓＋犉狔２（狓－
犾
２

烅

烄

烆
）
， （１２）

同理，可得柔性铰链的转动中心的柔度为

犆狓，犉狓′＝
１

２犈犫狋犾－２狉－π狋＋４
（狉＋狋）

狋
２狉＋槡 狋

ａｒｃｔａｎ １＋
２狉

槡［ ］
狋

， （１３）

犆狔，犉狔′＝
１

４犈犫狋３
－犾 （犾－２狉）（３犾－２狉＋

４狉２狋（７狉２＋８狉狋＋３狋２）
（狉＋狋）（２狉＋狋）２

＋１２狉３（狉＋狋）
狋

（２狉＋狋）槡［ ］５｛ ＋

２｛－犾３＋８（犾－狉）３＋１２狋× －２狉２＋２狉狋＋狋２－
３狉２（犾－狉）２

（２狉＋狋）２
＋
狉（犾２－２犾狉）

２狉＋［ ］｝狋
＋

狋
（２狉＋狋）槡 ５ ３犾狉

３（２狉＋狋）ａｒｃｔａｎ
狋
２狉＋槡 狋

＋２（狉＋狋）｛ ×

３犾２狉２－６犾狉３＋（３狉２－４狉狋－２狋２）ａｒｃｔａｎ １＋
２狉

槡［ ］｝
狋

， （１４）

６８３ 　　　　　光学　精密工程　　　　　 第１５卷　



犆狔，犕狕′＝
３

２犈犫狋３
（犾－２狉）（３犾－２狉）＋

４狉２狋（７狉２＋８狉狋＋３狋２）
（狉＋狋）（２狉＋狋）２

＋１２π狉
３（狉＋狋）

狋
（２狉＋狋）槡 ５｛ －

２犾
狉狋（３狉２＋４狉狋＋２狋２）
（狉＋狋）（２狉＋狋）

＋犾－２［ ］狉 －１２狉（狉＋狋） 狋
（２狉＋狋）槡 ５ ２狉

２ａｒｃｔａｎ
狋
２狉＋槡 狋

＋犾２ａｒｃｔａｎ １＋
２狉

槡（ ）｝狋
，

（１５）

４　闭环柔度公式的验证

４．１　有限元验证

用有限元方法对闭环柔度公式进行验证，利

用有限元分析软件包ＡＮＳＹＳ建立柔性铰链的模

型。在铰链的末端加一单元载荷，在图３中的１

点得到位移，分别与闭环柔度公式计算的结果进

行比较。图４为有限元模型。有限元的实验参数

为

犈＝１１０×１０９Ｎ·ｍ－２

μ＝０．３３　犫＝０．０１ｍ

犉狓１＝犉狔１＝１Ｎ　犕狕１＝１Ｎ·ｍ

有限元分析的结果和公式计算结果如表１所

示，由表中数据可知，有限元法和精确公式计算结

果的偏差在９％以内。

表１　有限元分析结果与柔度解析式计算结果

Ｔａｂ．１　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｔｈｅｃｏｍｐｌｉａｎｃｅｆａｃｔｏｒｓ

狋（ｍ） 犾（ｍ） 狉（ｍ） 解析法 有限元法 偏差（％）

犆θ狕，犕狕
（Ｎ－１ｍ－１）

犆狔，犉
狔
（Ｎ－１ｍ×１０－７）

犆狓，犉
狓
（Ｎ－１ｍ×１０－９）

犆狔，犕狕
（Ｎ－１×１０－４）

０．０００５ ０．００１６ ０．０００２５ ０．２４９ ０．２７１ ８．１１８

０．０００６ ０．００１８ ０．０００３０ ０．１６１ ０．１７５ ８

０．０００５ ０．００１６ ０．０００２５ ２．０２７ ２．０３５ ３．９３３

０．０００６ ０．００１８ ０．０００３０ １．６５２ １．７２５ ４．２３２

０．０００５ ０．００１６ ０．０００２５ ５．５４１ ５．９５０ ６．８７４

０．０００６ ０．００１８ ０．０００３０ ５．１７７ ５．２７５ １．８５７

０．０００５ ０．００１６ ０．０００２５ １．９９２ ２．０１１ ０．９４５

０．０００６ ０．００１８ ０．０００３０ １．４４８ １．４６５ １．１６４

图４　有限元模型

Ｆｉｇ．４　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

４．２　实验验证

用加工的两个厚度为５×１０－３ｍ的铝导角形

柔性铰链进行了实验测试，将柔性铰链一端固定，

在铰链另一端施加单元载荷，并用位移传感器测

量图５中１点的位移。实验数据与公式计算结果

如表２所示，由表中数据可知其偏差在７％以内。

表２　实验结果与柔度解析式计算结果

Ｔａｂ．２　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ

ｆｏｒｔｈｅｃｏｍｐｌｉａｒｎｃｅｆａｃｔｏｒｓ

１ ２

狋（ｍ×１０－３） ２．２７ １．４４

犾（ｍ×１０－３） ２５．４０ １９．０５

狉（ｍ×１０－３） ３．１７ ３．１７

犆狔，犉
狔
（Ｎ－１ｍ×１０－７）　

实 验

解析法

２．８９２

２．８６０

４．２９９

４．１６４

犆狔，犕狕
（Ｎ－１×１０－４）　

实 验

解析法

１．９１３

１．７９８

３．８３４

３．６１１

５　性能分析

　　 通过分析单边导角形柔性铰链柔度公式可

知：

所有的柔度参数都与弹性模量犈 和柔性铰

链的宽度犫成反比；
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